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b
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Problema
Entre todos los rectangulos de perimetro p, hallar el de mayor area.

Objetivo: encontrar x, y > 0 tales que 2x + 2y = p, y el producto
xy es maximo. En virtud del teorema,
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Teorema

@ Entre todos los rectangulos de igual perimetro, el cuadrado es
el de area maxima.

@ Entre todos los rectangulos de igual area, el cuadrado es el de
menor perimetro.
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Medias aritmética y geométrica de n nimeros

Definiciéon

Sean a1, ..., a, son nameros positivos. Se llama media aritmética
y media geométrica de a1, ..., a, a los nimeros

ALt tan G= a3

S
<
\

Teorema
Si a1,...,a, > 0 entonces
ar+...+an
Yay ... ap < ————————.
n
La igualdad se verifica si, y solo si, a; = ... = a,.

A
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Si se verifica la igualdad entonces
a1 =a2, a3=a4 Yy ar+ax=az+as,

esto es,
d] = dp = a3z = 4a4.
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Ademas, la igualdad se da si, y sélo si,
d] = d3 = as.
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El caso general sigue de forma inductiva.
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Aplicacién: Problema isoperimérico para triangulos

Problema
Entre todos los tridngulos de perimetro p, halla el de area maxima.

Teorema (Heroén)

Si T es un triangulo de lados a, b, c y

p a+b+c
52—27’

2 2

entonces

area(T) = \/s(s — a)(s — b)(s — c).

Sea s = £. El problema equivale a hallar tres nameros a, b, c > 0
de modo que a+ b+ ¢ = 2s y el producto

(s—a)(s—b)(s—rc)

sea maximo.
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Si T es un triangulo de semiperimetro s entonces

V352

area(T) < 9

La igualdad se verifica si, y sélo si, el triangulo T es equilatero.
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Podemos suponer que la circunferencia esta centrada en (0,0) y
tiene radio 1. Los puntos (x,y) de esta curva satisfacen
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El problema de Regiomontano

Regiomontano
(1436-1476)

Problema

Una estatua de altura H esta situada sobre un pedestal de altura h.
Hallar la distancia desde la que se ve la estatua con un angulo maximo.







Se trata de encontrar el punto x para el cual el angulo o es maximo.

La funcién tangente es creciente.



Se trata de encontrar el punto x para el cual el angulo o es maximo.
La funcién tangente es creciente.

El problema equivale a maximizar la tangente de a.
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Sea
0=a+p.

h+H h
tanf = + y tanfg = —.
X X
tanf —tan Hx
tana = =

l1+tanftan3  x2+h(H+h)
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Hallar el maximo de la funcién definida para x > 0 por la igualdad

Hx _ 1
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X

Observemos que

i HERR S (H + h)h.

En particular,

H

)< T mn

Ademas, se verifica la igualdad si (y sélo si)
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x=+/(H+ h)h

Teorema (Regiomontano)

La distancia desde la que se ve la estatua con un angulo maximo es
la media geométrica de la altura total y la del pedestal.
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Paralelepipedos de area lateral minima

Problema

Entre todas las cajas de volumen 1, hallar la que tiene menor area
lateral.

El problema se reduce a encontrar x, y, z > 0 tales que
xyz =1

y la suma xy + xz + yz es minima.

xy +xz + yz > 3+/(xy)(x2)(yz) = 3¢/ (xyz)? = 3.

La igualdad se verifica si y sélo si

Xy =xz=yz <& X=y=2.

Teorema

Entre todas las cajas de volumen dado, la de area lateral minima es
el cubo. Entre todas las cajas de area lateral dada, la de volumen
maximo es el cubo.
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Sean ai,...,a, > 0. Se llama media arménica de ay, ..., a, al
nimero n
H:L+.+L
a1 an
v
Teorema
Si ai,...,a, > 0. entonces
n <
ay ... dp.
i 1 = n
m T,
La igualdad se verifica siy sélosi a; = ... = a,.

\
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4
= 0<y,,—x,,<y—nl:—.

= lim(yn — x5) = 0.
n

Teorema

Existe un Gnico namero e tal que

Xp < e <y, paracada neN. En particular, limx, = e.
n
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© Cuadrilateros de area minima (férmula de Brahmagupta).
@ Desigualdad de Bernoulli.

© Medias ponderadas.

@ Funciones convexas. Convexidad de la funcién exponencial.
© Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Desigualdad de Holder.

@ Problemas de minima distancia.



